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1 理論
1次元井戸型ポテンシャルの問題を考える。その中にある粒子が存在す
るとする。また、その粒子は定常状態であるとする。よって、時間に依
存しないシュレディンガー方程式、

(− h̄2

2m

d2

dx2
+ U(x))ψ(x) = Eψ(x) (1)

を解く。Eはエネルギーであり、U(x)は、粒子のポテンシャルであり、そ
の定義は、

U(x) =

{
0 (|x| > a)

−U0 (|x| < a)
(2)

である。
　 |x| > aの場合、

d2ψ(x)

dx2
= −2mE

h̄2 ψ(x)

を解くことになるが、E > 0の場合、解は三角関数の正弦関数か余弦関
数になり、x → ±∞のとき、解は収束せず、無限遠に粒子が存在しない
という境界条件を満たさない。よってE < 0である。よって、解はCを
定数として、κ2 = −2mE

h̄2 ととると、

ψ(x) = Ceκx (x < −a) (3)

ψ(x) = Ce−κx (x > a) (4)
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　 |x| < aの場合、

d2ψ(x)

dx2
= −2m(E + U0)

h̄2 ψ(x)

を解くことになる。k2 = 2m(E+U0)

h̄2 とすれば、解は、

ψ(x) = A cos kx + B sin kx (5)

となる。ここで、この解が余弦関数か正弦関数で分ける。つまりψ(x)が
偶か奇で分けるということである。
　偶の場合、

ψ(x) =





Ceκx (−∞ < x < −a)

A cos kx (−a < x < a)

Ce−κx (a < x < ∞)

(6)

ここで、x = ±aのとき波動関数は連続でなめらかにつながってなければ
なならいので、波動関数の値とその微分した値が同じでなければならな
い。よって、

A cos ka = Ce−κa

−kA sin ka = −κCe−κa

これらの式より、
k tan ka = κ

ξ = ka,η = κaとすれば、

ξ tan ξ − η = 0

ここで、ξ, ηが満たす条件は、

ξ2 + η2 = k2a2 + κ2a2

= a2(
2m(E + U0)

h̄2 − 2mE

h̄2 )

=
2mU0a

2

h̄2

である。よって、

f(ξ) = ξ tan ξ − η = 0 (7)

ξ2 + η2 =
2mU0a

2

h̄2 (8)
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の 2つの式が満たす解を数値的に解けばよい。そうすれば、エネルギー
すなわち固有値Eが決まる。定数は、

∫∞
−∞ |ψ(x)|2dx = 1という規格化条

件を用いて求めればよい。そうすれば ψ(x)が具体的にまり、

ψ(x) =

{
(a + 1

κ
)−

1
2 cos kx (|x| < a)

(a + 1
κ
)−

1
2 cos kae−κ(|x|−a) (|x| > a)

(9)

となる。　奇の場合も同様に考えて、数値的に解く方程式は、

f(ξ) = ξ cot ξ + η = 0 (10)

ξ2 + η2 =
2mU0a

2

h̄2 (11)

であり、波動関数は、

ψ(x) =





(a + 1
κ
)−

1
2 sin kx (|x| < a)

(a + 1
κ
)−

1
2

x
|x| sin kae−κ(|x|−a) (|x| > a)

(12)

である。
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